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Abstract:Partial Least Squares (PLS) is a statistical regression technology which could perform 
well on the analysis of high-dimensional genomic data, such as the microarray data, SNP data 
from GWAS, and proteomic data. In this article, we review the challenges that are faced by the 
classical linear regression, and lead to the advantages of PLS. PLS can not only solve the 
problem of co-linearity through dimension reduction but also the problem of regression 
singularity in the condition of small sample size and high dimensional predictive variables. We 
also provide some modified algorithms of PLS incorporate with the application in the real 
biological data analysis. For example, sparse partial least squares can simultaneously realize 
dimension reduction and variable selection, and the combination of PLS with cluster analysis or 
general linear regression can deal with diverse problems of data analysis. 
Key words: partial least squares, high-dimensional genomic data, dimension reduction, variable 
selection 
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偏最小二乘在高维基因组数据分析中的应用 
王盼盼 
复旦大学生命科学学院现代人类学教育部重点实验室,上海 200433 

摘要：偏最小二乘是一个非常高效的统计回归技术，它能很好的应用于高维的基因组数据的分析中，如基因

表达的芯片数据，全基因组关联分析的 SNP 数据，甚至蛋白质组数据等。在本文中，我们将从最初的线性回

归讲起，引出偏最小二乘回归在高维数据分析中的优势。它不仅能通过降维解决预测变量的共线性问题，也

能解决样本数目偏少的回归奇异性问题。并结合偏最小二乘在实际生物数据中的应用，给出修正的算法。如

稀疏的偏最小二乘方法能在降维的同时实现变量选择，偏最小二乘与聚类分析或广义线性回归结合能更多的

应用于各种不同的数据分析问题。 

关键词：偏最小二乘；高维基因组数据；降维；变量选择 

 

线性回归是应用最为普遍的统计回归方

法，其中回归系数的求解是使用最小二乘方

法，而且回归方程及系数显著性检验也有相

应的 F 分布检验和 t 分布检验。但是最为一

种理论完善的回归方法，线性回归并不能直

接应用于现在的很多生物技术所产生的数据，

如基因组芯片数据，高通量序列数据，GWAS
数据等。这些数据的特点是维度很大，表达

芯片数据一般包括成千上外的基因(维度 p，
基因)，GWAS 数据则包括更多的 SNP 数据，

同时样本量又较小。 
面对这种高维数据，降维与变量选择是

非常重要的一个数据处理环节[1]。而且，在

对高维的变量进行回归分析时，预测变量之

间经常是相关的，比如基因之间有相互作用，

SNP 位点之间有连锁不平衡。这种变量之间

的相关性就称为共线性。主成分分析

(Principle Component Analysis)和偏最小二乘

方法(Partial Least Squares)是两种重要的对回

归降维的方法[1]，能通过降维解决变量的共
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线性问题。相比与主成分分析，偏最小二乘

是一种有监督的降维方法，从而能更高效地

实现降维。而且，偏最小二乘具有通用性，

它能够很容易的应用于多种任务，如分类，

生存期分析，遗传网络分析[2]等。 
本文主要介绍偏最小二乘的原理算法，

并结合它在生物数据分析中的应用给出更多

的基于偏最小二乘的方法。 
 

1. 偏最小二乘回归 

偏最小二乘(Partial Least Squares，PLS)
是Herman Wold在 20世纪六七十年代提出来

的，它是基于连续使用最小二乘来进行通路

模型的建模。较近的两篇文章回顾了 PLS 从

Herman Wold 的通路模型以来的发展过程[3, 
4]。以前大部分关于 PLS 的文章都是关于化

学计量学的，随着现代生物技术产生的高维

数据，相信 PLS 也会在生物数据分析领域起

到重要作用。尽管很多统计学家从统计学的

观点研究了 PLS 回归，但是一般来说，PLS
被认为是基于数据的分析方法，因为它缺少

一套完善的概率模型[5]作为统计理论。为了

方便理解 PLS 作为一个回归降维的方法，我

们试图把它与最基本的最小二乘线性回归和

主成分分析联系起来。 
 

线性回归模型 
Y ൌ Xβ ൅ E 

ܺ௡ൈ௣:预测变量矩阵，也称设计矩阵，在高维

数据的情况下，p 很大； 

௡ܻൈ௤: 响应变量矩阵，q 是相应变量的维数，

大多数情况 q=1,Y 是向量； 
 ；௡ൈ௤: 误差矩阵ܧ
在正常情况下，设计矩阵 X 满足 rk(X)=p,此
时观测数目n ൒ p, 且各预测变量 ௜ܺ，i ൌ
ڮ,1 , p互相独立，没有相关性。此时系数的

LS 估计为： 
መߚ ൌ ሺܺᇱXሻିଵܺᇱܻ 

由上面可以看出，线性回归的 LS 估计有

很强的要求条件，当预测变量的维数很大，

且各项之间有相关性时，主成分分析是很重

要的一种降维解决共线性的方法[1]。 
 

主成分分析 
௜௝: 预测变量ߪ ௜ܺ与X௝之间的协方差； 
∑  : 协方差矩阵ሺሺߪ௜௝ሻሻ； 
         rankሺܺሻ ൌ ݎ ൑  ݌

在主成分分析(PCA)中，就是去寻找原始

预测变量 ௜ܺ，i ൌ ڮ,1 , p的线性组合∑ߙ௜ ௜ܺ来

作为新的预测变量。 
由于协方差矩阵∑  是对称矩阵，它的

Jordan 分解可以写为： 

( )p
T diag λλλ ,,, 21 L=Λ=ΣΓΓ  

其中λ௜是第 i 个特征向量，并且满足

λଵ ൒ ଶߣ ൒ ڮ ൒  ௣。这样，通过变换ߣ
zଵൈ௣ ൌ ሺݔ െ  ሻଵൈ௣Γ௣ൈ௣ߤ

原始预测变量ݔଵൈ௣中心化之后，经过线

性变换，得到新的预测变量zଵൈ௣。这时

ଵൈ௣ݖ ൌ ൫ݖଵ, ڮ,ଶݖ , ௜ߣ௜是对应于特征值ݖ，௣൯中ݖ
的主成分，一般情况下，只取前几个较大的

特征值对应的主成分来进行接下来的线性回

归。主成分之间相互独立，且使用较少的新

变量就可以去的较好的回归估计。 
也就是说，主成分分析通过寻找原始变

量的线性组合找到对应的主成分，不仅能用

很少的变量捕捉到原来 p 个变量的大部分信

息，而且解决的变量之间的共线性问题。 
但是，协方差阵∑  只是包含了预测变量

X 的信息，没有考虑预测变量与响应变量之

间的相关性，因而主成分分析是一种无监督

的降维方法。如果我们考虑预测变量与相应

变量之间的协方差阵，就引出了 PLS 方法。 
 

PLS 模型 
PLS 回归建立在假设 X 和 Y 矩阵都有潜

变量的分解[2]如下： 
X ൌ T்ܲ ൅  ܧ
Y ൌ T்ܳ ൅ F 

T א ܴ௡ൈ௖ 是对 n 个观测值的潜变量矩阵，

c 是潜变量的个数； 
P א ܴ௣ൈ௖和Q א ܴ௤ൈ௖是系数矩阵； 
E א ܴ௡ൈ௣和F א ܴ௡ൈ௤是随机误差阵； 
如果有矩阵T, P, Q，满足上面的分解式，

那么对任何一个可逆矩阵M, ෨ܶ ൌ ,ܯܶ ෨ܲ ൌ
ܲሺିܯଵሻ்和 ෨ܳ ൌ ܳሺିܯଵሻ்也满足分解式，也就

是说由T的列扩张成的空间要比矩阵T本身更
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重要。而且，像主成分分析一样，潜变量 T
也可以写成原始预测变量 X 的线性变换： 

X ൌ TW 
矩阵W是权重系数矩阵，而W的列W ൌ

ሺݓଵ,ڮ  。௞ሻ可以通过优化问题来得到ݓ,
就像我们前面提到的，PLS 试图寻找潜

变量T ൌ ሺ ଵܶ, ଶܶ, ڮ , ௖ܶሻ,并且 ௜ܶ能最大的捕捉

预测变量与响应变量之间的协方差信息。 
假设 X 和 Y 都是已经中心化的数据，并

在此考虑单变量的响应变量 Y，那么 

Cov෢ ሺܻ, ௜ܶሻ ൌ
1
݊ ௜ܶ

்ܻ ൌ
1
௜ݓ݊

்்ܻܺ 

 
目标函数：单变量的响应变量(PLS1) 
          For i ൌ ڮ,1 , c 

௜ݓ              ൌ argmax
௪

ݓ்்்ܻܻܺܺݓ ሺ1ሻ 

subject to ݓ௜்ݓ௜ ൌ 1   
௝ݐ௜்ݐ ݀݊ܽ ൌ ௝ݓ௜்்ܺܺݓ ൌ 0,  

݆ ݎ݋݂ ൌ ڮ,1 , ݅ െ 1 
其中 c 是潜变量的个数，一般由用户指

定或者使用正交验证得到。权重向量 w 可以

通过 Martens 和 Naes[6]提出的一个简单又快

速的“algorithm with orthogonal scores”来实现，

这个算法可以得到正交的潜变量ݐ௜ ,因此得到

广泛的应用。 
对于多元响应变量的情况，主要有两种

不同的约束下的优化问题[2]。下面我们给出

两种表达式。 
 

目标函数：(PLS2) 

௜ݓ         ൌ argmax
௪

 ሺ2ሻ         ݓ்்்ܻܻܺܺݓ

subject to ݓ௜்൫ܫ௣ െܹܹା൯ݓ௜ ൌ 1  
௝ݐ௜்ݐ ݀݊ܽ ൌ ௝ݓ௜்்ܺܺݓ ൌ 0,  

݆ ݎ݋݂ ൌ ڮ,1 , ݅ െ 1,  

其中ܫ௣是 p ൈ p的单位矩阵， 

ܹା是W的 More െ Penrose广义逆矩阵。 
对这个优化问题，有两种重要的算法

NIPALS 和 Kernel-PLS 方法可以实现，在 R
的软件包里分别对应 pls 和 pls.pcr。 

下 面 介 绍 第 二 种 方 法

SIMPLS(Statistically Inspired Modification of 

PLS)。 
目标函数：SIMPLS 

௜ݓ         ൌ argmax
௪

 ሺ3ሻ   ݓ்்்ܻܻܺܺݓ

subject to ݓ௜்ݓ௜ ൌ 1   
௝ݐ௜்ݐ ݀݊ܽ ൌ ௝ݓ௜்்ܺܺݓ ൌ 0, 

݆ ݎ݋݂   ൌ ڮ,1 , ݅ െ 1 
上面的目标函数中ݓ்்்ܻܻܺܺݓ跟单相

应变量是一样的，在多元的情况下，可以写

成潜变量 T 与Yଵ,ڮ , ௤ܻ协方差的平方和。 
ݓ்்்ܻܻܺܺݓ ൌ ሺሺܺݓሻ்ܻሻ்ሺሺܺݓሻ்ܻሻ 

                           ൌ ݊ଶ෍ ෢ݒ݋ܥ ൫ܶ, ௝ܻ൯
ଶ,

௤

௝ୀଵ
 

由此我们可以看出，SIMPLS 可以看为

多元响应变量与单响应变量情况下的统一表

达式。 
求的权重矩阵 W 之后，我们就可以得到

估计： 
෠ܶ ൌ ܺ ෡ܹ  
෠ܤ ൌ ෡ܹ ෠்ܳ 

其中 ෠்ܳ是把 ෠ܶ带入到 Y 的表达式，使用

最小二乘得到。 
 

2.PLS 用于高维数据分析 

PLS 用于回归分析 
对连续变量，PLS 可以直接应用于回归

分析中去。已知一些目标基因在不同条件下

的芯片表达数据，以及转录因子跟基因见的

连接信息(比如 CHIP 数据)，Boulesteix 和

Strimmer[7]假设表达数据与连接信息之间有

以下的线性关系： 
Y ൌ A ൅ XB ൅ E 

其中 Y 是n ൈ q的数据矩阵，包含了 n 个基因

在 q 种条件下的表达水平，X 是n ൈ p的矩阵，

包含的是 n 个基因对应 p 个转录因子的连接

信息。A 是截距矩阵，E 是误差矩阵。要求

解的 B 是一个p ൈ q的矩阵，对应的是 p 个转

录因子在 q 种条件下的活动水平。 
这样，对转录因子的活动水平的估计，

就可以通过一个简单的回归问题得到解决。 
其他的也有很多应用，比如通过建立回

归模型来构建基因之间的关联网络[8]，PLS
都能有很好的表现。 
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PLS 用于分类 
前面我们讨论 PLS 应用于连续响应变量

的回归分析，当响应变量为分类变量时，比

如说 Y 有 K 个不同的取值(0 到 k-1)，一般会

通过下面的变换来进行： 

Y௝ ൌ ቄ1     ݂݅ ܻ ൌ ݆ െ 1
݁ݏ݅ݓݎ݄݁ݐ݋    0

   for j ൌ ڮ,1 , k 

在这样的变换下，Y 一开始先被当做连

续变量做回归，得到系数的估计，然后用于

后面的分类估计。这时得到的分类变量的值

是连续的，再通过一定的变换把连数值对应

回 0 或 1 的分类值。Musumarra 等人[9]使用

多元 PLS，根据 8 种不同类型的一共 60 个癌

症细胞系的 9605 个基因的表达数据进行回

归，进而进行分类预测。结果证明 PLS 能取

得很好的预测效果，尽管之前一直认为使用

经典的线性回归并能很好的预测分类变量。 
 

PLS 用于特征选择 
与分类相关的一项工作就是特征选择，

即对上面的分类问题，选择真正与分类相关

的基因是非常重要的，这样就能够知道哪些

基因能很好的用于区分不同类型的疾病，那

么这些基因也就应该是对于疾病的发生起重

要作用的基因。 
一般情况下，对于响应变量是单变量

(PLS1) 时 ， 会 根 据 第 一 个 权 重 向 量

ଵݓ ൌ ൫ݓଵଵ,ڮ ௣ଵ൯ݓ,
்
来排列 p 个基因的重要

程度。 
我们根据 F 统计量在方差分析中的应用，

记ܨ௝是由 X 对第 j 个基因的计算结果， 

௝ܨ ൌ ሺ݊ െ 2ሻ
∑ ∑ ൫ݔҧ௞௝ െ ҧ௝൯ݔ

ଶ
௜:௬೔ୀ௞

ଵ
௞ୀ଴

∑ ∑ ൫ݔҧ௜௝ െ ҧ௞௝൯ݔ
ଶ

௜:௬೔ୀ௞
ଵ
௞ୀ଴

 

其中ݔҧ௝ ൌ
ଵ
௡
∑ ௜௝ݔ ൌ 0,௡
௜ୀଵ  

ҧ௞௝ݔ ൌ
1
݊௞

෍ ௜௝ݔ
௜:௬೔ୀ௞

 

݊௞是样本中属于第 k 类的数目。ܨ௝经常会被

用来作为筛选基因的标准，根据它来排列基

因对于分类问题的相关性。而 Boulesteix[10]

也曾经证明对 PLS1 来说，ܨ௝是ݓ௝ଵଶ的单调变

换，由此看出使用权重向量来选择基因也就

可行了。 
当然，如果使用多个权重向量(对应多个

潜变量)综合信息来排序就能利用更多的信

息实现选择[11]。基因 j 对第 r 个 PLS 潜变量

的影响因子VIN௥௝定义为对应权重ݓ௝ଵ௝௥ଶ以及

第 r 个潜变量所能解释的平方和所占的比例

的一个函数，那么变量 j 的重要因子VIP௝就是

对应 c 个潜变量的VIN௥௝之和，然后根据VIP௝
对基因进行排序。 

这种方法的优势在于它能够捕捉到 PLS 
c 个潜变量的信息，由此它可能就能识别出 F
统计量不能发现的的非线性模式。它的缺点

就是 VIP 因子没有一个理论背景作为支撑，

可能需要更深入了解它跟回归系数矩阵之间

的关系。 
PLS 还可以进行生存分析的应用[12]，在

此我们就不详细介绍了。而且也有很多 PLS
与其他方法结合的算法[2]，这些各种各样的

应用，是 PLS 作为一个通用的降维方法的最

好证明。 
 

3. SPLS 及其应用 

通过对 PLS 估计的更深入了解，Chun 和

Keles[13]证明了 PLS 的估计在 p 非常大而样

本又较少的情况下没有渐进一致性，也就是

说这个估计此时不是一个好的估计。而且，

PLS 所找出来的潜变量是所有原始预测变量

的一个线性组合，而实际上在成千上万个预

测变量中可能只有很少的一部分是真正与相

应变量相关的。那么如何再降维的同时实现

变量的选择就显得非常重要。 
稀疏的偏最小二乘(Sparse partial least 

squares, SPLS)通过在 PLS 的优化目标中加入

稀疏性的惩罚，实现在降维的过程中同时实

现变量的选取。这样它所获得的潜变量就是

原始预测变量的一个稀疏的线性组合。 
 

SPLS 目标函数 

min
௪,௖

ሼ െ݇ܯ்ݓ ൅ ሺ1 െ ݇ሻሺܿ െ  ሻݓሺെܯሻ்ݓ

൅ߣଵ|ܿ|ଵ ൅ ଶ|ܿ|ଶߣ
ଶሽ   ሺ4ሻ 
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subject to ݓ்ݓ ൌ 1 
其 中 M ൌ ்்ܻܻܺܺ ， ԡܿԡଵ ൌ ∑ |ܿ௜|

௣
௜ୀଵ ,  

ԡݓԡଶ ൌ ට∑ ܿ௜ଶ
௣
௜ୀଵ  

由上面的目标函数可以看出，它是对权

重 w 的一个替代 c 进行惩罚而不是 w 本身，

并通过第二项来约束 c 跟 w 能够靠的足够近

[13]。这样的设计能够实现在 w 稀疏的地方

达到确实为 0 的特点。ܮଵ惩罚是为了 w 的稀

疏性，ܮଶ惩罚是考虑到在求解 w 时M可能出

现的奇异性。 
对于求解上面的优化问题，可以依次对

固定的 c 迭代求 w，然后再对固定的 w 求 c。
具体算法可以参考Chun和Keles的文章[13]。 

 
参数的设定 

SPLS 的目标函数中需要四个参数，系数

k,ߣଵ, ଵߣଶ,还有要求的潜变量的个数K。一般ߣ
和K可以通过正交验证的方法在算法运行之

前预处理得到。当然这个过程相比与其他算

法可能需要较长的时间。 
而ߣଶ一般需要设定的比较大，因为当 Y

的维数 q 很小时，以防M ൌ ்்ܻܻܺܺ出现奇

异性。而且这时，优化问题的解具有阈值函

数的估计[13]。 
系数 k也是很重要的一个参数，当

0.5 ൑ k ൑ 1时，前面凹函数的部分െ݇ݓܯ்ݓ
占的比重较大，在求解最优点时容易陷入局

部最优的僵局而走不出来。因此，一般取

0 ൏ ݇ ൏ 0.5。 
目标函数(4)被用于选取相关的预测变量

并进行降维，我们设ࣛ为相关变量的指标集，

K 是潜变量的数目，Xࣛ是包含在ࣛ里面的变

量对应的设计矩阵，那么 SPLS 的算法可以

总结如下[14]： 
1) 设 初 始 值 መPLSߚ ൌ 0，ࣛ ൌ ࣽ，׎ ൌ

1, ଵܻ ൌ ܻ; 
2) 当ࣽ ൑ K， 

a) 通过解优化问题(4)求解得到估计ݓෝ，其

中M ൌ ்ܺYଵ ଵܻ
்ܺ; 

b) 更新指标集ࣛ为 

൛i: ݓప ് 0෣ ൟ ׫ ቄ݅: ప෡ߚ
PLS ് 0ቅ. 

c) 运行 PLS 算法，使用设计矩阵Xࣛ，潜变

量个数ࣽ； 
d) 使用新的 PLS 估计ߚመPLS，并且更新

ଵܻ ՚ ܻ െ ,መPLSߚܺ ࣽ  ՚  ࣽ ൅ 1. 
SPLS 算法的实现已经由 Chun 和 Keles

给出，可以下载 R 的软件包 spls 进行使用。 
 

SPLS 应用举例 
eQTL 的定位是很典型的相应变量与预

测变量都很高维的例子。响应变量是全基因

组基因的转录表达性状，预测变量是全基因

组的 SNP 标记，因此如何高效的实现标记位

点的选择和降维对于解决这个问题就至关重

要。 
以前的很多对数量性状的研究方法都每

次要么针对一个基因的转录信息要么针对一

个标记位点的信息，很少能够实现预测变量

与响应变量都是多元的统计分析，这种做法

也提高了假阳性的概率，效果不好。 
Chun 和 Keles[14]使用 SPLS 方法与聚类

分析结合，应用多元响应变量的 SPLS 来解

决了 eQTL 的定位问题。 
第一步：对G ൈ N的表达矩阵进行聚类。

关于基因表达的聚类有很多方法，如 k-means,
层次聚类法等，方法可以根据实验的设计选

择。 
第二步：针对每一个聚类组 k 使用多元

的 SPLS 进行回归分析，系数显著性的置信

区间可以用 bootstrap 的方法获得。 

௜ܻ
ሺ௞ሻ ൌ ௜ܺܤሺ௞ሻ ൅  ௜ܧ

௜ܻ
ሺ௞ሻ是第 k 组ܩ௞个基因的表达矩阵，i 代

表针对 i 组人群的测量数据，ܺ ௜和ܤሺ௞ሻ也都是

对应的设计矩阵和系数矩阵。 
通过他们的模拟实验及对小鼠肥胖数据

的分析，说明了 SPLS 方法能取得很好的

qQTL 定位效果。 
今年一篇使用 SPLS 处理 GWAS 数据[15]

的文章也很有代表意义。通过 GWAS 数据来

识别与疾病相关的位点一直是我们做关联分

析的目标。但是很多 GWAS 的结果只能找出

部分常见病的标记点，对于罕见病的位点或

者复杂疾病的位点却一直没有明显的进展。 
使用 SPLS 的方法，候选区域的 SNP 位

点作为预测变量，响应变量是疾病的状况(生
病与否)，建立偏最小二乘回归，可以在降维
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找出潜变量的同时实现标记位点的选择。回

归系数显著性检验可以使用经验分布检验，

因为毕竟 SPLS 没有完善的统计理论，系数

统计量也没有一个精确的分布进行描述。 
如 Chun 等人[15]通过模拟及真实数据展

示的一样，SPLS 能相对高效的(相对于一般

的 PLS 或 PCA)识别出那些 MAF 小于 5%的

位点，表现出很好的统计效率。 

4.讨论 

偏最小二乘(PLS)回归是一个具有很好

的通用性的降维方法，连续变量和离散的分

类变量都可以适用。它通过捕捉预测变量与

响应变量的相关性信息，实现了有监督的降

维，相比无监督的主成分分析提高了效率。

同时也解决了正常的回归分析最小二乘估计

所不能处理的n ൏  。的情况݌
稀疏的偏最小二乘(SPLS)能在降维的同

时实现变量选择，不仅保证了降维之后回归

分析的正常进行，也筛选出与响应变量相关

的变量，从而降低了假阴性，有更高的统计

效率。但是 SPLS 相对来说计算复杂度要高，

因为在算法开始之前，还要通过交叉验证来

确定参数的值。 
PLS 和 SPLS 都是一种基于数据的统计

方法，并没有严格的统计理论支撑，在参数

显著性检验时可以采用错误发现率 (false 
discovery rate, fdr)[8],bootstrap[14]或者经验

分布[15]检验的方法实现。 
总之，在现在的数据时代，基于数据的

偏最小二乘方法不失为一个顺应时代的有效

方法，在高维数据分析中可以助一臂之力。 
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